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Bovenstaandvoorwerpwerdgevormddooruit eenvlakkevierkanteplaatmetzijdea eencirkel-
sectormetstraalR � a tesnijden(ziefiguur). Hetgebruiktemateriaalheeftalssoortelijkemassa

ρ � kg
m2 � .

Hetvoorwerproteertmethoeksnelheidω omeenasdoorO enloodrechtophetvlak vandeplaat.

Bepaaldekinetischeenergie.
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Oplossing
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	 Kinetischeenergie: Ek 
 1
2Iz�Oω2 (O is eenvastpunt).WemoetendusIz�O berekenen,met

Iz�O 
 I
plaat
z� 0 � Icsector

z� 0 .	 Steiner:

I
plaat
z� 0 
 I

plaat
z�Gp 
 mp � a2

4 
 a2

4 ��
Tabel:I

plaat
z�Gp 
 mp

a2

6

I
plaat
z� 0 
 2

3
mpa2

metmp 
 ρa2.

β

β

R

Z

O’

Y

X

G

	 Massacirkelsector:

mc 
 ρ � π
2 � β

β
� R

0
rdrdθ 
 ρ

R2

2 � π2 � 2β �

2



	 Massamiddelpuntcirkelsector:

xG 
 yG 
 ρ
mc
� π

2 � β

β
� R

0
r cosθ � rdrdθ


 ρ
mc

R3

3 � sinθ � π2 � β
β
 ρR3

3mc � cosβ � sinβ �	 Traagheidsmoment:

Icsector
Z �O� 
 ρ � π

2 � β

β
� R

0
r2 � rdrdθ


 ρR4

4 � π2 � 2β �
 R2

2
mc

Steiner:

Icsector
Z �G 
 Icsector

Z �O� � mc � x2
G 
 y2

G �
 R2

2
mc � 2ρ2R6

9mc � cosβ � sinβ � 2
Steineropnieuwtoepassenlevert het traagheidsmomentvan de cirkelsectorten opzichte
vaneenasdoorO:

Icsector
z�O 
 Icsector

Z �G 
 mc ��� 2a � � 2xG � 2


 R2

2
mc � 2ρ2R6

9mc � cosβ � sinβ � 2 
 2mc � a � ρR3

3mc � cosβ � sinβ � � 2

	 Wevindendus:

Ek 
 1
2 � Iplaat

z� 0 � Icsector
z� 0 � ω2


 1
2 � 2

3
mpa2 � R2

2
mc 
 2ρ2R6

9mc � cosβ � sinβ � 2 � 2mc � a � ρR3

3mc � cosβ � sinβ � � 2  
ω2
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Vraag 2

F1

F2

C

d

x

θ

L L

k

A
D

B

z

O

TweemassalozestavenmetlengteL zijn in C scharnierendmetelkaarverbonden(wrijvingsloze
scharnier).In A enB bevindenzich gladdebindingenmeteenhorizontalevloer. TussenB enD
bevindt zich eenmassalozelineaireveermetveerconstantek enrustlengted (aangegevenop de
tekening).

In A grijpt eenhorizontalekrachtF1 aan,in C eenvertikalekrachtF2.

x beschrijftde horizontaleafstandtussenpuntenO enC. θ is de hoektussenstaafAC en de
horizontale.z beschrijftdehorizontaleafstandtussenD enB.

Gevraagd:

1. Bepaalhetaantalvrijheidsgradenn vanhetsysteem.

2. Bepaalmeteenmethodenaarkeuze(evenwichtsvergelijkingenR 
 0, C 
 0 of virtuele
arbeid)eenexpliciete uitdrukking voor de eersten elementenuit ! θ " x " z" d " L # bij even-
wicht. Vermeldduidelijk welkemethodeje gebruikt!

Hint:

cosα 
%$ 1
1 
 tan2 α

voor � π
2 & α & π

2
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Oplossing

1. Er zijn 2 vrijheidsgraden.

2. Oplossingmetevenwichtsvergelijkingen:

F2

F1

RA RB

C

d

x

θ

L L

k
D

B
O

A

Horizontaalevenwicht:

F1 
 Fveer
 k � x 
 Lcosθ � (1)

Vertikaalevenwicht:
F2 
 RA 
 RB

Totaalmomentin A nul stellengeeft:

2RBLcosθ � F2Lcosθ 
 0�
θ '
 π

2

RB 
 F2

2�
F2 
 RA 
 RB

RA 
 F2

2

ScharnierC kangeenmomentopvangen.Het momentvanalle krachtendie aanéénkant
ervanaangrijpenmoetin C dusnul zijn. Wekiezenbv. delinkerkant:

F1Lsinθ � RALcosθ 
 0�
RA 
 F2 ( 2

tanθ 
 F2

2F1
(2)
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Uit (1) en(2) vindenwe:

x 
 F1

k � Lcosθ


 F1

k � L )**+ 1

1 
 F2
2

4F2
1

(3)

(2) en(3) zijn degevraagdeevenwichtsvergelijkingen.

Oplossingmetvirtuelearbeid:

OAx 
 x � Lcosθ�
δOAx 
 δx 
 Lsinθδθ

OBx 
 x 
 Lcosθ�
δOBx 
 δx � Lsinθδθ

OCy 
 Lsinθ�
δOCy 
 Lcosθδθ

Arbeidsvergelijking:

F1 � δOAx � Fveer � δOBx � F2 � δOCy 
 0�
F1 � δx 
 Lsinθδθ � � k � x 
 Lcosθ � � δx � Lsinθδθ � � F2Lcosθδθ 
 0

Hieruit vindenwe(coëfficiënt vanδx nul stellen)

F1 
 k � x 
 Lcosθ � (4)

en(coëfficiënt vanδθ nul stellenengebruikmakenvanbovenstaandebetrekkingvoorF1)

2F1Lsinθ � F2Lcosθ 
 0�
tanθ 
 F2

2F1
(5)
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Uit (4) en(5) vindenwe

x 
 F1

k � Lcosθ


 F1

k � L )**+ 1

1 
 F2
2

4F2
1

(6)

(5) en(6) zijn degevraagdeevenwichtsvergelijkingen.
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Vraag 3

vw

α

x

y

Ο

Eenstoffelijk puntmetmassam bevindt zich in rust in deoorsprongO vanassenstelsel! x " y # .
Op t 
 0 wordt hetvanuitO metbeginsnelheidv0 weggeschotenondereenhoekα � π

2 metde
horizontale.

Het puntbevindt zich in hetzwaarteveld (valversnellingg).

Er waaiteenwind metconstantewindsnelheidvw 
 � vw1x.

Het puntondervindtlineaireluchtweerstandmetevenredigheidsfactorλ � N
m, s � .

Gevraagd:

1. Steldebewegingsvergelijking(en)op.

2. Bepaaldepositievanhetpuntalsfunctievandetijd.

3. Op welk tijdstip bereikthetpuntzijn maximalehoogte?
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Oplossing

1. Bewegingsvergelijkingen:

mẍ 
 � λ � ẋ 
 vw �
 � λẋ � λvw

mÿ 
 � λẏ � mg

2. Beidebewegingsvergelijkingenhebbendezelfdevorm,nl.

mz̈ 
 λż 
 � a (7)

met in het eerstegevale z 
 x en a 
 λvw en in het tweedegeval z 
 y en a 
 mg. Als
we (7) oplossenvinden we dus zowel x � t � als y � t � . (7) is eenniet homogenelineaire
differentiaalvergelijking metconstantecoëfficiënten.
Karakteristiekevergelijking:

mµ2 
 λµ 
 0

Dezevergelijking heefttweeoplossingen,µ 
 0 enµ 
 � λ ( m. Wevindendus

zh 
 Ae� λ
mt 
 B

Particuliereoplossing:zp 
 � a
λt. Dealgemeneoplossingis dus

z 
 zh 
 zp 
 Ae� λ
mt 
 B � a

λ
t

Met alseerstebeginvoorwaardez � t 
 0� 
 0 vindenwe A 
 � B. Met als tweedebegin-
voorwaardeż � t 
 0� 
 vz� 0 hebbenwe:

vz� 0 
 � λ
m

A � a
λ�

A 
 � m
λ � vz� 0 
 a

λ
�

zodatwevinden
z 
 m

λ � vz� 0 
 a
λ
� � 1 � e� λ

mt � � a
λ

t (8)

Als wez 
 x, a 
 λvw envz� 0 
 v0cosα stellenin (8) danvindenwe:

x � t � 
 m
λ � v0cosα 
 vw � � 1 � e� λ

mt � � vwt

Analoog(metz 
 y, a 
 mgenvz� 0 
 v0sinα):

y � t � 
 m
λ � v0sinα 
 mg

λ
� � 1 � e� λ

mt � � mg
λ

t
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3. Demassabereikthaarhoogstepuntals ẏ 
 0. Wehebbendus:

0 
 � v0sinα 
 mg
λ
� e� λ

mtmax � mg
λ�

� λ
m

tmax 
 ln � mg
λv0sinα 
 mg��

tmax 
 � m
λ

ln � mg
λv0sinα 
 mg�
 m

λ
ln � 1 
 λv0sinα

mg �
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Vraag 4

F
θ

k
G

A

B

y

xO

L/2

L/2

2L/3

P

EenhomogenestaafmetmassamenlengteL is in O scharnierendopgehangenin hethorizontale
xy-vlak. De puntenA enB zijn verbondenmeteenmassalozelineaireveermetveerconstantek
enrustlengteL0 
 0. In hetmassamiddelpuntG wordt, steedsloodrechtop destaaf,eenkracht
uitgeoefendmetconstantegrootteF.

Descharniermagwrijvingsloosverondersteldwordenendezwaartekrachtmoetniet in rekening
gebrachtworden.

De beweging van de deurwordt gedemptdoor wrijving met de lucht. De wrijvingskrachtis
rechtevenredigmet de snelheidvan het massamiddelpuntG (met evenredigheidsconstanteλ),
maarheefteentegengesteldezin. Dezekrachtgrijpt aanin hetpuntP, op afstand2L ( 3 vande
oorsprongO.

Bepaalmet de algemenestellingen de reactiekrachten(als functie van θ, θ̇ en θ̈) en de bewe-
gingsvergelijking.

Veelsucces!!!
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Oplossing

F

Rx Ry

θ

k
G

A

B

y

x

L/2

L/2

2L/3

P

O

	 Stellingalgemeneresultante:

m
dvG

dt 
 Ftotaal (9)

WemoetenduseerstvG berekenen:

OG 
 � L
2

cosθ " L
2

sinθ ��
vG 
 dOG

dt

vG 
 � � L
2

sinθθ̇ " L
2

cosθθ̇ �
Voor Ftotaalhebbenwe

Ftotaal 
 F 
 Rx 
 Ry � λvG 
 Fveer
 F 
 Rx 
 Ry � λvG 
 kBA�
BA 
 OA � OB 
 � L � Lcosθ " � Lsinθ �

Ftotaal 
 � � F sinθ " F cosθ � 
 � Rx " Ry � � λ � � L
2

sinθθ̇ " L
2

cosθθ̇ � 
 k � L � Lcosθ " � Lsinθ �
(9) wordtdus

� m
L
2

cosθθ̇2 � m
L
2

sinθθ̈ 
 � F sinθ 
 Rx 
 λ
L
2

sinθθ̇ 
 k � L � Lcosθ �� m
L
2

sinθθ̇2 
 m
L
2

cosθθ̈ 
 F cosθ 
 Ry � λ
L
2

cosθθ̇ � kLsinθ

Hieruit volgenonmiddellijkdereactiekrachtenalsfunctievanθ, θ̇ en θ̈:

Rx 
 � m
L
2

cosθθ̇2 � m
L
2

sinθθ̈ 
 F sinθ � λ
L
2

sinθθ̇ � k � L � Lcosθ �
Ry 
 � m

L
2

sinθθ̇2 
 m
L
2

cosθθ̈ � F cosθ 
 λ
L
2

cosθθ̇ 
 kLsinθ
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	 Stellingvanhetkinetischmoment(geschrevenin O):

I θ̈ 
 F � L
2 � λ

L
2

θ̇ � 2L
3 
 � OA - kBA� z

Hierin geldt

OA - kBA 
 k ......
1x 1y 1z
L 0 0

L � Lcosθ � Lsinθ 0
......
 � 0 " 0 " � kL2sinθ �

en

I 
 ρ � L

0
x2dx 
 ρ

L3

3 
 m
L2

3

Wevindendusalsbewegingsvergelijking:

m
L2

3
θ̈ 
 F � L

2 � λ
L
2

θ̇ � 2L
3 � kL2 sinθ
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